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Зв’язок між лініймою швидкістю точок тіла і кутовою 

швидкістю тіла.  

Рух тіла по колу 

Найпростішим видом криволінійного поступального руху тіла є його рух 

по колу, коли всі точки цього тіла рухаються по однакових колах. Такий рух 

зустрічається досить рідко: так рухаються кабінки оглядових коліс у міських 

парках. Водночас будь-який складний криволінійний рух тіла на досить малій 

ділянці його траєкторії можна наближено розглядати як рівномірний рух по 

колу. Тому вивчати довільний криволінійний рух треба починати від 

простішого: вивчення рівномірного руху по колу. Прикладами рівномірного 

руху по колу можна наближено вважати: рух штучних супутників Землі, рух 

обертових частин у механізмах тощо. 

Миттєва швидкість 

Почнемо вивчення цього руху з важливої кінематичної величини — 

миттєвої швидкості. Миттєва швидкість у будь-якій точці криволінійної 

траєкторії руху тіла напрямлена по дотичній до траєкторії в цій точці. 

У цьому можна переконатися, спостерігаючи за роботою на точилі. Якщо 

притиснути до обертового точильного каменя кінець сталевої дротини, то ви 

побачите, як розжарені частинки відриваються від каменя у вигляді іскор. Ці 

частинки летять з тією швидкістю, яку вони мали в момент відривання від 

каменя. Напрям руху іскор збігається з дотичною до кола в тій точці, де 

дротина торкається каменя. По дотичній до кола рухаються також бризки від 

коліс автомобіля, що пробуксовує. 

Модуль миттєвої швидкості під час рівномірного руху по колу з плином 

часу не змінюється. Рівномірним рухом по колу називають рух, під час якого 

тіло (матеріальна точка) за будь-які рівні проміжки часу проходить однакові 

відрізки дуг. Прикладами рівномірного руху по колу можна наближено 

вважати: рух штучних супутників Землі, рух частин, що обертаються в 

механізмах тощо. Швидкість такого руху матеріальної точки по лінії (колу) за 

модулем є сталою і в кожній точці кола напрямлена по дотичній. 

Положення точки A, що рухається вздовж кола, визначають радіус-

вектором , проведеним з центра кола O до цієї точки Рисунок 1Модуль 

радіуса-вектора дорівнює радіусу цього кола R. 

  



 
Рисунок 1. Рух точки по колу 

  

   

  

 
Рисунок 2. Рух точки по дузі 

  

Лінійна швидкість 

 Швидкість руху тіла по колу (лінійну швидкість) за аналогією  з 

рівномірним прямолінійним рухом можна знайти за формулою: 

t

l
  

де l — довжина дуги кола, пройденої матеріальною точкою за час t 

Рисунок 2 

Нехай тіло здійснить один оберт по колу, тоді формула для визначення 

швидкості набуде вигляду: 

T

R


2
  

де T — це час одного оберту по колу радіусом R. Цей час називають 

періодом обертання. Лінійну швидкість вимірюють у метрах за секунду (м/с) 

(1). 

Набагато частіше в природі й техніці зустрічається обертальний рух тіла, 

коли нерухомою залишається одна точка або сукупність точок, що лежать на 

осі обертання. Таким є рух дзиґи, колеса нерухомого велосипеда, стрілок 

годинника тощо. Під час обертання навколо нерухомої осі O різні точки 1, 2, 3 

тіла Рисунок 3 матимуть різні лінійні швидкості 1, 2, 3, тому не можна 

говорити про швидкість тіла. Бажано знайти такі характеристики обертального 

руху тіла, які були б спільними, однаковими для всіх його точок. 

  



 
Рисунок 3. Обертовий рух 

   

 
Рисунок 4  

Як видно з рис. 3, кожна з точок цього диска має свою лінійну швидкість, 

бо за один і той же час вони проходять відповідно відрізки дуг l1 > l2 > l3. 

Однаковою для цих точок буде кутова швидкість обертання. 

Кутова швидкість  

Кутова швидкість ω точки, що рівномірно рухається по колу, чисельно 

дорівнює відношенню кута φ, на який повертається радіус-вектор, до часу t і 

залишається сталою: 

dt

d
   

У фізиці кути вимірюють у радіанах (рад). Щоб знайти значення кута φ у 

радіанах слід провести з його вершини довільну дугу і знайти відношення 

довжини цієї дуги до радіуса R Рисунок 4 

R

l
  

Отже, одиницею вимірювання кутової швидкості є 1 рад/с, що відповідає 

швидкості точки, яка обертається рівномірно й радіус-вектор якої за 1 с описує 

кут в 1 рад. А формула для одного оберту по колу набуде вигляду: 

T




2
  

Величину, обернену до періоду обертання, називають частотою 

обертання і вимірюють кількістю обертів за одиницю часу ([ν] = 1/c): 

T
n

1
  

Для довільної кількості обертів частоту обертання знаходять за 

формулою: 

t

N
n   

де N — кількість обертів, t — час обертання тіла (2) 

Після підстановки виразу для частоти обертання маємо: 



Rn 2 ,  n 2   

Співвідношення між лінійною і кутовою швидкістю 

Знайдемо співвідношення лінійної і кутової швидкостей на підставі 

формули: 

R   
Оскільки лінійна швидкість змінюється за напрямом, то матеріальна 

точка, що рухається по колу, набуває прискорення. Прискорення тіла, яке 

рівномірно рухається по колу, у будь-якій його точці є доцентровим, тобто 

напрямлене по радіусу кола до його центра. У будь-якій точці вектор 

прискорення перпендикулярний до вектора швидкості. Цю особливість 

прискорення рівномірного руху по колу. 

Чому дорівнює модуль доцентрового прискорення? Числове значення 

(модуль) прискорення можна легко знайти зРисунок 5. 

  

 
Рисунок 5. Прискорення тіла  

Трикутник, утворений векторами 0,  і Δ , рівнобедрений, бо  = 0. 

Трикутник OAB на рис. 5 також рівнобедрений, оскільки сторони OA і OB — 

радіуси кола. Кути при вершинах обох трикутників рівні, бо вони утворені 

взаємно перпендикулярними сторонами: 0 OA і OB. Тому трикутники 

подібні як рівнобедрені з рівними кутами при вершинах. З подібності 

трикутників випливає пропорційність відповідних сторін: 

RAB





 

де  і Δ  — модулі швидкості й зміни швидкості під час переходу з 

точки A в точку B, R — радіус кола. Якщо точки A і B дуже близькі одна до 

одної, то хорду AB не можна відрізнити від дуги AB. А довжина дуги AB — це 

шлях, пройдений тілом зі сталою за модулем швидкістю . Він дорівнює t. 

Тому можна записати: 

Rt
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Rt
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Формула Ейлера 

Означення 

Формула Ейлера — співвідношення, що пов'язує комплексну експоненту 

з тригонометричними функціями. Названа на честь Леонарда Ейлера, який її 

запропонував. 

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D0%BC%D0%BF%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%81%D0%BD%D1%96_%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BA%D1%81%D0%BF%D0%BE%D0%BD%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D1%80%D0%B8%D0%B3%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%BC%D0%B5%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%87%D0%BD%D1%96_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D1%96%D1%97
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B5%D0%BE%D0%BD%D0%B0%D1%80%D0%B4_%D0%95%D0%B9%D0%BB%D0%B5%D1%80


Формула Ейлера стверджує, що для будь-якого дійсного числа 

виконується рівність: xixeix sincos   

де — основа натурального логарифма, 

— уявна одиниця. Рисунок 6 

Формула залишається вірною також для комплексного аргументу  (3) 

Відома тотожність Ейлера, що пов'язує п'ять фундаментальних 

математичних констант: 

        

є частковим випадком формули Ейлера при    . 

 

 
Рисунок 6. Тригонометричне коло 

 

Біографія 

 

ɽʡʣʝʨ ʃʝʦʥʘʨʜ (1703 – 1783) – 

математик, фізик, механік і астроном 

Рисунок 7.  

Народився в квітні 1707 в місті Базель 

(Швейцарія) в сім'ї небагатого пастора Пауля 

Ейлера. Освіту отримав спочатку в батька 

(який в молодості займався математикою під 

керівництвом Я. Бернуллі), потім вступив 

(восени 1720 року) в Базельський 

університет, де в 1724 році виголосив 

промову, присвячену порівнянні філософії Р. 

Декарта та І. Ньютона, і був визнаний гідним 

ступеня магістра мистецтв. З кінця 1723 Ейлер за наполяганням батька став 

вивчати богослов'я, але незабаром цілком віддався вивченню улюбленої 

математики. У Базельському університеті Ейлер слухав лекції з математики 

І.Бернуллі, але особливе значення мали бесіди, проведені з ним І. Бернуллі по 

суботах протягом декількох років.  

Рисунок 7. Л. Ейлер 

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D1%96%D0%B9%D1%81%D0%BD%D0%B5_%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%BE
http://uk.wikipedia.org/wiki/E_%28%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%BE%29
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A3%D1%8F%D0%B2%D0%BD%D0%B0_%D0%BE%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%B8%D1%86%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%BE%D1%82%D0%BE%D0%B6%D0%BD%D1%96%D1%81%D1%82%D1%8C_%D0%95%D0%B9%D0%BB%D0%B5%D1%80%D0%B0


В 1725 двоє друзів Ейлера, сини його вчителя - Данило і Микола 

Бернуллі, не знайшовши застосування своїм силам в Базелі, прийняли 

запрошення щойно організованою Академії наук у Петербурзі. В кінці 1726 за 

рекомендацією та братів Бернуллі його запросили на одне з вільних місць в 

Петербурзькій Академії наук. Він залишив Швейцарію і в травні 1727 приїхав 

до Петербурга.  

В Петербурзі (де Ейлер жив у 1727 - 41 і з 1766 до кінця життя) Ейлер 

знайшов дуже сприятливі умови для наукової діяльності: матеріальне 

забезпечення, широку можливість публікації праць, коло вчених із загальними 

інтересами в особі Д. Бернуллі, Х. Гольдбаха, Я. Германа та ін Ейлер відразу 

приступив до занять математикою і механікою. Його статті латинською мовою 

з'явилися в органі академії - "Commentarii Academiae imp. scientiarum 

Petropolitanae "починаючи з другого тому за 1727 (1729) і публікувалися в 

цьому журналі (кілька разів змінювала свою назву без перерви до самої його 

смерті і ще десятиліття по тому. За 14 років першого петербурзького періоду 

життя Ейлер підготував до друку близько 80 праць і опублікував понад 50; 

надалі його наукова продукція значно зросла. Ейлер брав участь у багатьох 

напрямки діяльність академії. Він читав лекції студентам академічного 

університету, написав загальнодоступне "Керівництво до арифметики", брав 

участь у різних технічних експертизах. Багато років він успішно працював над 

складанням карт Росії. За спеціальним дорученням академії Ейлер підготував 

до друку "Морську науку" - фундаментальна праця з теорії кораблебудування і 

кораблеводіння. Пізніше на основі цієї книги він написав для учнів морських 

шкіл скорочене керівництво французькою мовою (1773), російський переклад 

якого опублікував (1778) його учень М. Є. Головін.  

Тривожний і нестійке становище в період регентства Анни Леопольдівни 

змусило Ейлера прийняти в 1741 році пропозицію прусського короля Фрідріха 

ll переїхати в Берлін. У Берлінської академії наук зайняв пост директора класу 

математики і члена правління, а після смерті її першого президента П. 

Мопертюї кілька років (1759 р.) фактично керував академією. За 25 років життя 

в Берліні він повністю або начорно підготував близько 300 робіт, серед них ряд 

великих монографій.  

Живучи в Берліні, Ейлер не переставав інтенсивно працювати для 

Петербурзької АН, зберігаючи її звання почесного члена і отримуючи пенсію. 

Він вів з Петербургом велику наукову листування, зокрема листувався з М. В. 

Ломоносовим, якого високо цінував. Ейлер редагував математичний відділ 

російського академічного наукового органу, де опублікував за цей час майже 

стільки ж статей, скільки в "Мемуарах" Берлінської АН. Він активно брав 

участь у підготовці російських математиків; в Берлін відряджалися для занять 

під його керівництвом майбутні академіки С. К. Котельников, С. Я. Румовскій і 

М. Софронов. Велику допомогу надавав Ейлер Петербурзької академії наук, 

придбавши для неї наукову літературу та обладнання, ведучи переговори з 

кандидатами на посади в академії і т.д.  

Ейлер наполіг на своєму і 17 липня 1766 разом з сім'єю повернувся до 

Петербурга.  



Незважаючи на похилий вік і прийшло на нього майже повну сліпоту 

(праве око Ейлер втратив в 1738 р., а лівий майже не бачив з осені 1766), 

працездатність його не знизилася. Завдяки збереглася силі розуму і 

феноменальну пам'ять, а також допомоги здібних молодих секретарів, його 

учнів - І. А. Ейлера, В. Л. Крафта, А. И. Лекселя, Н. І. Фусса, М. Е. Галовіна, 

Ейлер зміг до кінця життя за як і раніше, продуктивно працювати. За 17 років 

вторинного перебування в Петербурзі їм було підготовлено близько 400 робіт, 

серед них кілька великих книжок. За один 1777 він разом з М. І. Фуссовим 

підготував майже 100 статей. Ейлер продовжував брати участь і в 

організаційній роботі в академії. У 1776 році він був одним з експертів проекту 

одноарочного мосту через Неву, запропонованого І. П. Кулібіни, і з усієї комісії 

один надав широку підтримку видатному російській винахіднику.  

Ейлер помер у Петербурзі від крововиливу в мозок і був похований на 

смоленському кладовищі. У 1837 році Петербурзька АН спорудила на його 

могилі пам'ятник, в 1956 році його прах був перенесений в ленінградський 

некрополь (4) 

Однією з відмінних сторін творчості Ейлера є його виняткова 

продуктивність. Тільки за життя Ейлера було опубліковано близько 550 його 

книг і статей (список праць Ейлера містить приблизно 850 назв). В 1909 році 

Швейцарське природничо товариство приступило до видання повного зібрання 

творів Ейлера в трьох серіях: математичної, механіко - астрономічної і 

фізичної. До теперішнього часу з друку вийшло 67 томів і готується ще 5. 

Великий інтерес представляє і колосальна наукова листування Ейлера (близько 

3000 листів), до цих пір опублікована тільки частково. З 1975 року розпочато в 

рамках зібрання творів Ейлера повне видання його наукової листування, яке 

складе четверту серію, поки що видано 3 томи з 8 намічених, втім частина 

наукових листів опублікована раніше в інших виданнях.  

Внесок вченого в науку 

Незвичайно широкий був коло занять Ейлера, що охопили всі відділи 

сучасної йому математики і механіки, теорію пружності, математичну фізику, 

оптику, теорію музики, теорію машин, балістику, морську науку і т.д. Близько 

3/5 робіт Ейлера відноситься до математики, інші 2/5 переважно до її додатків. 

У цьому співвідношенні знайшла вираз тісний зв'язок математичних 

досліджень Ейлера з практикою. Математику він розробляв у значної частини 

як апарат природознавства, особливо механіки і техніки. Але Ейлер перш за все 

був математиком. Часто черпаючи завдання з практики, він розвивав 

математику не від випадку до випадку, а як органічне ціле, частини якого 

знаходяться в тісному і глибокої взаємозв'язку. Свої результати і результати, 

отримані іншими, Ейлер систематизував у низці класичних монографій, 

написаних з вражаючою ясністю і забезпечених цінними прикладами. Такі, 

наприклад, "Механіка, або наука про рух, викладена аналітично "(1748)," 

Диференціальне числення "(1765)," Теорія руху твердого тіла "(1765), 

"Універсальна арифметика" (1768-69), що витримала близько 30 видань на 6 

мовах, "Інтегральне числення" (1768 -70) та ін Особливістю цих настанов є 



постійна турбота Ейлера розкрити шляхи, що ведуть до викладаються 

результати; завдяки цьому багато книг Ейлера і зараз цікаві не тільки для 

фахівців, а й для учнівської молоді. У 18 столітті, а від частини і в 19 столітті 

величезну популярність придбали загальнодоступні "Листи про різні фізичних 

та філософічних матеріалах писаних до деякої німецької принцесі ...", які 

витримали понад 40 видань на 10 мовах. Велика частину контенту монографій 

Ейлера увійшла потім в навчальні посібники для вищої і частково для середньої 

школи. Неможливо перелічити всі донині вживані теореми та методи Ейлера, з 

яких тільки деякі фігурують в літературі підлогу його ім'ям.  

Ейлер є основоположником теорії спеціальних функцій. Він першим 

почав розглядати синус і косинус як функції, а не як відрізки в колі. Їм 

отримано майже всі класичні розкладання елементарних функцій в нескінченні 

ряди і твори. В його працях створена теорія гамма функцій. Він досліджував 

властивості еліптічних інтегралів, гіперболічних і циліндричних функцій, 

дзета-функції, деяких тета-функцій, інтегрального логарифма і важливих класів 

спеціальних многочленів.  

За зауваженням П. Чебишева, Ейлер поклав початок всім вишукувань, що 

становлять загальну частина теорії чисел, до якої належить понад 100 мемуарів 

Ейлера. Так, Ейлер довів ряд тверджень, висловлених П. Ферма, розробив 

основи теорії статечних відрахувань та теорії квадратичних форм, виявив (але 

не довів) квадратичного закону взаємності і досліджував ряд завдань 

діофантова аналізу. У роботах про розбивання чисел на складові і з теорії 

простих чисел Ейлер вперше використовував методи аналізу, ставши тим 

самим творцем аналітичної теорії чисел. Зокрема, він ввів знамениту дзева - 

функцію і довів т. н. тотожність Ейлера, що зв'язує прості числа з усіма 

натуральними.  

За висловом П. Лапласса, Ейлер з'явився загальним вчителем математиків 

2-й половини 18 століття. Від його робіт безпосередньо відправлялися в 

різноманітних дослідженнях П. Лаплас, Ж. Лагранж, Г. Монжа, А. Лежандр, К. 

Гаус, пізніше О. Кошля, М. В. Остроградський, П. Л. Чебишев та ін Російські 

математики високо цінували творчість Ейлера, а діячі чебишевской школи 

бачили в Ейлера свого ідейного попередника в його постійному почутті 

конкретності, в інтересі до конкретних важким завданням, що вимагає розвитку 

нових методів, у прагненні отримувати вирішення завдань у формі закінчених 

алгоритмів, що дозволяють знаходити відповідь з будь-якої необхідної 

ступенем точності. 

 Виведення формули 

Формула Ейлера вперше була доведена Роджером Котсом у 1714 році в 

логарифмічній формі: 

                 . 

Ейлер опублікував формулу у її звичному вигляді в 1748 році, збудував 

доведення за допомогою розкладу правої та лівої частини у степеневі ряди. Ані 

Ейлер, а ні Котс не уявляли собі геометричної інтерпретації формули: 
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представлення комплексних чисел як точок на комплексній площині з'явилося 

приблизно на 50 років пізніше. 

Доведення формули Ейлера є достатньо простим. Розклавши функцію 

у ряд Тейлора за степенями  отримуємо: 

      
  

  
 
     

  
      

  

  
 
  

  
      

 

  
 
  

  
 
  

  
    

Оскільки 
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                (5) 

Похідні формули 

За допомогою формули Ейлера можна представити функції sin та cos у 

вигляді: 

     
        

  
 

     
        

 
 

Можна ввести поняття тригонометричних функцій комплексної змінної, 

які добре відомі під назвою гіперболічні функції. Підставляючи , 

отримуємо: 
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